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Lehrveranstaltung: »Modellbildung und Simulation*

4 Stunden (Vorlesung + Ubung mit Labor)

Dozenten: Prof. Dr. Wolfmduller, Prof. Dr. Kern

Die Lehrveranstaltung ist fur Studierende der Technischen Studiengange: MM, EL,
MB, VU, ASE konzipiert.

Vorwort

Die vorliegenden Unterlagen dienen als Erganzung zur Lehrveranstaltung
,Modellbildung und Simulation“ (4 Std Vorlesung + Ubung mit Labor), die wir fiir
Studierende aller technischen Studiengange an der Fachhochschule Heilbronn
anbieten. Die Inhalte werden nicht in einem vollstandigen Manuskript dargestellt. Es
werden hier in meinem Teil der Lehrveranstaltung nur die wesentlichen Beziehungen
und Zusammenhange in einem Abstrakt zusammengefasst. Dieser Umdruck kann
weder ein einschlagiges ausfluhrliches Lehrbuch noch die Prasenz in der
Lehrveranstaltung ersetzen. Es liegt lediglich eine die eigene Vorlesungsmitschrift
erganzende inhaltliche Zusammenfassung vor, die bei der Vorbereitung auf die
Prifung und fir das Gesamtverstandnis hilfreich sein kann.
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1 Einfuhrung

Modellbildung eines Technischen Systems

Z4q Z
i Stérgréflen

Ausgangs-

Eingangs- I3
groélen

grolien

Y1

Technisches

Physikalischer System
ProzeR y
Up q
System- Anfangszustand
verhalten _
Xo(t=0)
Storvektor

z(t —>
Mathematisches K Systemzustand x(t) Ausgangsveltor
Xq s ey X
Modell (X4 n) T

u(t) re—

Eingangsvektor

n - Zustandvariablen

Begriffe:
,» Modellbildung “

Vorgang zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens eines Technischen Systems
mit Hilfe eines mathematischen Modells unter Benutzung von Formelsprache und
grafischer Symbolik.

Technische Systeme kdnnen sein:

* Anlagen, Gerate und/oder Komponenten aus dem gesamten naturwissenschaftlich
technischen Umfeld wie z.B. der Mechanik, der Elektrotechnik, der
Verfahrenstechnik, u.s.w. ...

,» Simulation “

Bestimmung bzw. Ermittlung des zeitlichen Verhaltens des Systems mit Hilfe der
Lésungsoperationen des Modells und der Nutzung eines Werkzeugs auf einem
Digitalrechner ( ==> Software-Werkzeuge z.B.: MATLAB/Simulink, Maple, u.a.)

Einfiihrung —P 1-1
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Ziele der Modellbildung und Simulation in der Ingenieurpraxis sind:

¢ Modellgestiitzte Entwiirfe flr Technische Systeme zur Struktur- und
Parameteroptimierung

Vorteile: ( Bei der Durchfuhrung von Entwicklungsprojekten)

Verbesserung des Verstandnisses des Systems bzw. des Prozesses

Modelle sind hilfreich bei der Realisierung von Anlagen, Komponenten und
Prozessen.

Vor der Realisierung sind die Eigenschaften und das Verhalten des
Entwicklungsobjektes vorherbestimmbar und weitgehend bekannt.

Modelle kdnnen zur Schulung und Ausbildung benutzt werden. (==> Simulatoren)

Modelle sind hilfreich zur Optimierung des Kostenaufwands (Entwicklungszeit,
Materialaufwand, Fertigung, Aufbau, Inbetriebnahme) bei bestmoglicher
Produktqualitat.

==> , Wettbewerbsvorteile “ am Produkte- und Arbeitsmarkt.

Lernziele: (Studium und Ausbildung)

Vermittlung des methodischen und faktischen Wissens der Modellbildung und
Simulation, insbesondere unter dem Aspekt der Uberwindung von
Fachgebietsgrenzen.

Erzeugung eines integralen Technikverstandnisses durch disziplinubergreifende
vernetzte Denkweise.

==> Kompetenz durch Verstédndnis interdisziplinar anwendbarer Methoden und
Verfahren.

Einfiihrung —| 1-2
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1.1 Ubersicht Modellbildung

Der Vorgang der Modellbildung erfolgt in mehreren Schritten.

- Systemdefinition

Reale Welt
e —— » Abgrenzung von Umgebung — Definition der Systemgrenzen

» Abstaktion des Verhaltens
Vereinfachung: - Berucksichtigung des Wesentlichen
- Vernachlassigung von Randeffekten
¢ Anwendung des
>> Kausalitatsprinzip
-Definition der Eingange (Ursachen)
-Definition der Ausgange (Wirkungen)
-Definition des Systemzustandes

Y
Ersatzschaltung| ® Einfuhren von Ersatzmodellen

( Bauelemente, Netzwerkstrukturen, Potential- und
Flussgrossen)

Bauelemente: - Energiequellen,
- Energiespeicher,
- Energieverbraucher

Festlegung des Verhaltens durch Funktionalbeziehungen bzw.
Operatoren fur Potential- und Flussgrofen
(Bsp.: Induktivitat, Kapazitat, Widerstand)

Speicher Verbraucher

\
Math. Modell | —Modelldefinition

Systematische Aufstellung der Modellgleichungen mit Hilfe
allgemein gultiger (universeller) Methoden wie z.B.

¢ Maschenanalyse
¢ Knotenanalyse

« Energie- und Bilanzansatze
Stoffbilanzen

(==> anwendbar in: Mechanik, Elektrotechnik, Thermodynamik,
Hydrodynamik, Warme- und Stoffibertragung usw. ...)

Einflihrung —| 1-3
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Kausalitatsprinzip

Ursachen (unabhangig, eingepragt)

e Eingangsgrofen u(t) i=1,...,p (p Anzahl der Eingangsgrdssen)
(bekannt deterministisch)
o Storgrofien z(t) i=1,..,r (r Anzahl der Storgrossen)

(unbekannt, stochastisch — zufallig)

Wirkungen | (abhangig von: - Ursachen

- Systemfunktionen {Modellgleichungen} )
e ZustandsgroBen x;(t) i=1,..,n (n Anzahl der Zustandsgrossen)

(innere Systemgrélien reprasentieren die inneren unabhangigen
Energiefreiheitsgrade)

Anzahl n entspricht der Systemordnung
e Ausgangsgrofien y;(t) i=1,..,q (g Anzahl der Ausgangsgrossen)
(in auRerer Umgebung wirksam, verfugbar, sichtbar, wahrnehmbair,...)

Einfiihrung —| 1-4
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1.2 Systemdefinition

Umgebung

StoérgréRen

Ursachen 21 4

Wirkungen

U1 Systemzustand V1
i B Ausgangs-
Eingangs (31,0 70)
Up n - Zustandvariablen Yq
Systemgrenze
EinfUhrung von VektorgréBen und grafischen Symbolen
Einzelgroflen z.B.:
Uit , Vektorgrofie u(t
ektorgrofde u(t)
: q
—
Up(t)
Klassifikation von Systemen
SISO-System EingroRensystem u y
(Single Input, Single Output)
MIMO-System MehrgroRensystem u y
(Multiple Input, Multiple Qutput) > -

Einfiihrung —| 1-5
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1.3 Modelldefinition

1.3.1 Mathematische Modelle in Formelsprache

Aufstellung von Differenzialgleichungen und gewoéhnlichen Gleichungen fir
Zustands- und AusgangsgrofRen als Funktion der Eingangs- und Storgrofien sowie
den Funktionalbeziehungen, die das Systemverhalten beschreiben. Es istimmer noch
zusatzlich ein definierter Anfangszustand vorzugeben.

Anfangszustand

Mathematisches Modell

Xo(t=0)

Storvektor
Z(t) —
® Systemzustand x(t) Ausgangsvektor
n Dgin 1.0rdnung  \ j—  Y(t)
g gewohnliche Glgn

Eingangsvektor

1.3.2 Mathematisches Modelle im Strukturbild (Blockschaltbild)

— Grafisches Modell mit Symbolen: Wirkungslinien und Funktionsblocken

K
® |-Glied — L
kp
® P-Glied > .
® S-Glied > >

(Summationsstelle)

()

Bei Nichtlinearitaten ist zusachlich der Kennlinien-Block notwendig

K-Glied >

—

Strukturbildes wird aus Basisbauelementen und Koppelplan der Dgin erstellt.

Einflihrung
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Beispiel: DC-Motor mit mechanischer Last

i
UA*

Elektr. Klemmen i \ M,

Ersatzschaltung

elektrisch (Wicklung)

in Ra La
T

Spannungsnetzteil
(ideale Spannungsquelle)

Ra Ankerwiderstand
L Ankerinduktivitat
in Ankerstrom

Ujng. Induzierte Spannung

Bestimmung der System-/Modellgré3en:

EingangsgroRe:  up
StorgroRe: M,
Ausgangsgrole:

ZustandsgroRen: iy, ©

up Klemmenspannung
(Ankerspannung)

>CO =0 M, Lastmoment

o =¢ (,Drehzahl)
Winkelgeschwindigkeit

mechanisch (Welle)

Ma
! MT MR IVIL
Ma Ankermoment

Jyw Wellentragheitsmoment
R Reibkonstante

(dynam. Lagerreibung)

Einfiihrung
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Aufstellung der Gleichungen:

Elektrisches System: Mechanisches System:
Maschensatz: Knotensatz:
Up—URA ~ULa ~Upg = O (1) My -Mp-Mp-M =0 (2)

Gleichungen der Ersatzbauelemente:
Uga = Ry vy My = Jy, - © Tragheitsmoment
U =L, ia My = Ry - ® Reibmoment
Koppelgleichungen ( — Quellen)

Upg = Ky - o

ky = ¢-® Motorkonstante(FluRkonstante)

My = kyy - ip

aus (1): aus (2):
uy, —R, iy —L,-ia—ky o Ky ip—Jw 0 —Ry-0-M; =0
Dgl. flr Ankerstrom Dgl. fir Drehzahl
. R, . ky 1 . Ry Ky 1
IA= T 1, ——-0t—-u O=-——-0t— 1, —-— M
Ly A Ly LAfA Tw Iy A JWf .
EingangsgroRe u Storgrofe z

==> Zwei gekoppelte Differenzialgleichungen 1. Ordnung fur Zustandsgré3en i, ®

==> Eine gewdhnliche Gleichung fur Ausgangsgrofie y=®

Einfiihrung
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Mathematisches Modell des DC-Motors in Formelsprache

StorgrolRe ]
(Lastmoment) Mathematisches Modell
z = M (t) 2 Zustandsdgln 1.0rdnung:
—>
Ry Ky 1 ;
N T ST 0)+L— U, Ausgangsgroiie
A A A (Winkelgeschw.)
=2 1A———w-(o——1— M;
Tw Jw Tw y = o(t)
u = u,(t)
—P 1 gewdhnliche Ausgangsgleichung:
Eingangsgrolie y =
(Ankerspannung)

Mathematisches Modell des DC-Motors im Strukturbild (Grafisches Modell)

Strukturbild entspricht dem Koppelplan gemal’ des Modells in Formelsprache.
Entspricht direkt der Programmiervorschrift fur grafische Simulationswerkzeuge
(z.B.:MATLAB/Simulink).

1
J
M, w
_»
1 v
C : , J . .
Ua A IA Ia o ()
— — - —
Ra Rw
La Jw
Kn
[
-

Strukturbild des Gleichstrommotors

Einfiihrung
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2 Mathematische Grundlagen

Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, das Verhalten von Systemen in Modellen
mathematisch darzustellen:

/ Ubertragungsmodell
e Formelsprache

\Zustandsraum-ModeII

» Grafische Symbolsprache - Strukturbild-Modell

Dies gilt sowohl fur eine Darstellung im Zeitbereich als auch im Frequenz- bzw.
komplexen Bildbereich.

- Ubertragungsmodell
stellt das Ein-Ausgangsverhalten explizit dar.
Innerer Systemzustand ist nur implizit in den Ableitungen des Ausgangs enthalten.

- Zustandsraum-Modell (Energiezustand)

stellt den inneren Systemzustand explizit dar.
Umfassendste Art der Systemdarstellung.

- Strukturbild (Blockschaltbild)

Operatoren und SystemgrofRen werden durch Symbole reprasentiert. Sind
besonders geeignet, um innere Abhangigkeiten und Kopplungen darzustellen.
Voraussetzung zur Nutzung grafischer Simulationswerkzeuge und zur
Durchflhrung von Strukturmalnahmen.

Einschrdnkung:

Nichtlineare Systeme kdnnen grundsatzlich nur im Zeitbereich
geschlossen dargestellt werden.

Mathematische Grundlagen —P 2-1
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2.1 Basisoperationen

Es gibt in der Mathematik 2 Basisoperationen, um Zeitveranderungen in
Formelsprache auszudrucken.

® Differentialoperator

U(s) 1(:) =s-U(s)

2. f(t) @0 s-F(s)-1(0)

_d .

|
|
|
|
|
|
|
|
|
® Integraloperator |
|
|
|
|
|
|
|
|

ff(t)dt & O é-F(s) U_(S») T 1(:) = —-U(s)
S
l t
|
| v YO = Juodr
| N
|

Zeitbereich Bildbereich

| Grafische Symbole |

Praktische Anwendung

- Modelle in Formelsprache werden durch ausschliel3liche Verwendung des
Differentialoperators gebildet. Damit wird der Veranderungszustand zu jedem
Zeitpunkt direkt ausgedruckt. Es entstehen reine Differentialgleichungen.

- In Lésungsschritten sind Differentialoperatoren in der Praxis grundsatzlich zu
vermeiden, da nie auszuschlie3fende Stoérungen immer frequenzabhangig verstarkt
werden.

- Ldésungsmodelle wie z.B. Strukturbilder sind immer konsequent nur mit
Integraloperatoren zu realisieren, da Losungsalgorithmen stabiler sind und
auftretende hochfrequente Stérungen durch Mittelwertbildung ausgeglichen
werden.

Mathematische Grundlagen —| 2-2
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2.2 Mathematische Modelle

2.2.1 Ubertragungsmodell

a.) Zunachst SISO-Modell (Eingrélienmodelle)
p=1, q=1 Systemordnung n>0 (beliebig)

m <n (kausal)

Ubertragungs-Differenzialgleichung u(t) —= Dgl. = Y()

(n—1)

an‘y(n)+an_1-y +..ta yta,-y= bm-u(m)

+..+b1‘u+b0'u

Homogene Dgl. Inhomogenitat (Anregung)
Systemparameter: g, .o Ay
(Systemeigenschaften) by, ..., b, f

an-sn-Y(s)+...+a1-s-Y(s)+a0-Y(s)= b -sm-U(s)+...+b1-s-U(s)+b0-U(s)

m

(a,-s +..+a;-s+ay) Y(s)= (b, s +..+b, -s+b,) - U(s)

==> KUF: Komplexe Ubertragungsfunktion G(s)

m

Y(s) _ bm S tbn yos" 44D s+by

) =T

n n-1
an'S +an715 +..+a1's+ao

Ubertragungsblock

Mathematische Grundlagen —>» 2-3
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b.) MIMO-Modelle (MehrgroRenmodelle)

Anzahl der Eingange p n;; >0 i=1,..,9
Anzahl der Ausgange q m;; <nj i=1,.,p
U ———p ——————» Y
(pxq) Dgln :
Up —— > Ygq

Fir die i, j-te Ubertragungs-Differenzialgleichung gilt:

(n;)) . (my;)
a, -y +~-~+alij'Yi+aOij'Yi: by, -y’

+ o+ ‘u. + .u.
; O Y blij U; boij u;

i

==> i, j-te Ubertragungsfunktion G;(s)

Yi(s) _ bm

m..

s "+...+b, -s+b
_ 1 0;
Uj(s) a

i

Gy(s)=

ij

n;;
. +..+a; -sta
n. S 1, ST 3,

==> KUM: Komplexe Ubertragungsmatrix G(s) und die Ausgangsgleichung

komplexer Ausgangsvektor

G (s) ... Gi,(s)
— Y(s) = G(s)-U(s)= | p U(s)

- Gyi(s) - Ggp(s)

komplexer Eingangsvektor

Mathematische Grundlagen
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2.2.2 Zustandsraum-Modelle

Anderung des inneren (Energie-)Zustands wird explizit beschrieben durch
Zustandsdifferentialgleichungen. Die in dul3erer Umgebung wirksamen
Ausgangsgroflien werden bestimmt durch gewdhnliche algebraische
Ausgangsgleichungen.

a.) Nichtlineare Zustandsraum-Modelle

Nichtlineare Zustandsgleichungen

x = f(x,u, t) Zustandsdgl. n-ter Ordnung (Systemfunktion)

g(x, u,t) g Ausgangsgleichungen (Ausgangsfunktion)

<
|

Nichtlineare Zustandsgleichungen sind allgemeinste Modellbeschreibung von
Systemen mit konzentrierten Parametern.

W Keine Matrizendarstellung bei Nichtlinearen Modellen moglich !

b.) Lineare Zustandsraum-Modelle

Werden die Zustandsgleichungen aus einer Linearkombination der Zustands- und
Eingangsgrofien gebildet, lassen sie sich in Matrizenschreibweise kompakt
darstellen. (Es qilt das Verstarkungs- und Uberlagerungsprinzip.)

Lineare Zustandsgleichungen

x=A-x+tB-u lineare Zustandsdgl. n-ter Ordnung (Systemfunktion)

C-x+D-u q Ausgangsgleichungen (Ausgangsfunktion)

<
Il

A(n x n) - Systemmatrix B(n x p) - Eingangsmatrix
C(q x n) - Ausgangsmatrix D(q x p) - Durchgangsmatrix
n Systemordnung

p Anzahl der Eingangsgrofien

g Anzahl der Ausgangsgrof3en

Mathematische Grundlagen — ] 2-
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Beispiele: Feh k1 . _
zu a.) Nichtlineare Feder K<l
> h

E Federkraft: Fp = k¢ hS k=l

=
=
¥ h (Ausgang) Tragheitskraft: Fr = m-h

Gewichtskraft: F; = m-g

p(t)  (Eingang)

Ubertragungsmodell

YFi=0 == Fp-Fetp)+Fg = 0

m~ﬁ+kc-hk =p(t)tm-g

Zustandsmodelle

Formale Vorgehensweise:
x; =h
x, = %; = h
Einsetzen in Dgl.:
m-X2+kC-X11( =p(t)tm-g

NL - Zustandsraummodell

X, = X, Zustandsdgl allgemein: x = f(x, u, t)
Xy = —EC'XlJr;l'P(t)JFg
y = X, Ausgangsglg allgemein: y = g(x,t)

Mathematische Grundlagen — ] 2-
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zu b.) DC-Motor

Matrizenschreibweise:

Ry ky
] _ | Ta Ta| [id L | ’ |
{A} = A TA {A} +|L,l-upat| 1| -Mp Lineare Zustandsdgin
of |k Rwl o] |, Ty

Jw  Jw

x=A-x+tb-u+tb, -z bzw.: XA-x+[be][:/IA] = A-x+B -u
L

y = [O 1] CX + [0 0} . [uA] Lineare Ausgangsglg

Mathematische Grundlagen — ] 2-
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2.2.2.1 Linearisierte Modelle

Linearisierung um einen Betriebspunkt (z.B.: Ruhelage x,u, mit 0= f(x,u,t) )

Taylor-Reihenentwicklung um Betriebspunkt

f, g AX . .
A AVA Relativ-Koordinatensystem
Rest { ]
whar == =
| |
f.g | |
Absolut- / L
. 1 . -
Koordinatensystem X, + Ax X, U
u, + Au
) . ) of of
X = Xp+Ax = f(xp, 051 + = - AX + — - Au + Rest
/’/ / ox _— ou _—
Ubergang zu Abweichung: Rest « fiir Ax « : Rest==>0
AX = of - Ax + A - Au Linearisierte Zustandsdgl.
Ox ou
Xo, Wo X0, Wg

Beschreibt die zeitliche Anderung der Abweichung vom Betriebspunkt.
Entsprechende Behandlung der Ausgangsgleichung:

0
Ay=a—;g‘

~Ax+?—g

n -Au Linearisierte Ausgangsgleichung

Xp, Uy Xp, Uy

Mathematische Grundlagen —>» 2-8
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Ausfuhrlich in Matrizenschreibweise:

Linearisierte Zustandsdifferenzialgleichung

8f1 8f1 8f1 8f1
0x, U 0x, ou, v 6up
Xo, Ug Xp, Ug X0, Wg Xo, Ug
Ax = | A .. | -Au
6fn 6fn 6fn 6fn
0x, U 0x, ou " Ou
X, Uy X, llo_ Xp, Uy X, llo_
Allgemein: Ax = A-Ax+B-Au .
Linearisierte Ausgangsgleichung
0x, T ox,, ou, - 8up
Xo> Wg Xo, Wg X0, Wg X0, Wg
Ay = AX + - Au
0X, 0X, ou, aup
L X, U X, U] L X, U X, U]

Allgemein: Ay = C-Ax+D-Au.

Mathematische Grundlagen
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Beispiel: Linearisiertes Modell der nichtlinearen Feder
Ruhelage fir Eingang: p,(t) = 0 angenommen
x =0 ausDgIn.: 0=x,->x,,=v,=0

ke«
==> = _—. +
0 X;tg

~i—

==> X, = hy = (ni(—cg) Ruhelage

Linearisiertes Zustandsraum-Modell in Matrizenschreibweise

Zustandsdifferenzialgleichung:

0

AX, Tm XLo 0] [Ax,

Linearisierte Ausgangsgleichung:

AyZ[IOJ-Ax ,

0 1
A
= | keok oy -[X1]+ G AX = A-Ax+b-Au .
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2.3 Strukturbilder

Grafisches mathematisches Modell mit den elementaren Basiselementen P-, |-, S-
und K-Glied.

2.3.1 Ubertragungsmodelle

Ubertragungsdifferenzialgleichung (1)

Loy®™a, oy Ve vayrag oy =by o u™ b, u™ 4 b by

a, = 1 wichtig: Diese Normierung ist immer moglich ! m<n

Formale Einflhrung von Zustandsgrofen

X1 =Yy
Xy =y = ){2 X, = X3
Xy =Y = X.3 X3 = Xy4
[ ] L]
° [ ]
° L]
_ o= _ —
Xn = = Xn-1 Xnp-1 = %5
SN ) R . N " (v)
X, =y ~mit(l): X, —ao-xl—al-xz—...—an_l-xn+z b, u
v=0
Fiar b, =b,=..=b,=0 (d.h. Eingang u ist frei von Ableitungen!) gilt:
0 1 0. 0 0
X': ces .es -X+ ees ‘u XZA'X+b'u
0 1 0
—ap —4; -1 by
y=[10...0]-x+0-u y=c x+d-u
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==> Strukturbild

Xn = y Xn = Xn—l y Xl y
u \ Xn-1 \ X1 y
— bo - P — o ooeo P P
a5
ceoe
_an_2 4—

- Vorteil: Zustandsgrolien sind physikalisch aus dem Ausgang und dessen
Ableitungen interpretierbar

- Nachteil: Bei sprungférmigen EingangsgrofRen ist Ansteuerung am Eingang nicht
mehr realisierbar, wenn der Eingang u zur vollstandigen Anregung differenziert
werden muss. (b, #0,b, #0, ...)

= Es lassen sich damit alle reinen Verzdgerungsglieder n-ter Ordnung
(PT,-Glieder) im Strukturbild darstellen.

Treten Ableitungen des Eingangs u auf, muf die Wahl der
W ZustandsgrofRRen anders erfolgen:

n

Aus: Y (s) = NG) -U(s)
by = U(s) by - = U(s) £t b S U(s) 4 b - e Us)
0" N(s) L N(s) =1 N(s) " N(s)
X;(s) X,(8) Xn(8)
= by X (s)+b; - Xy(s)+...+b, |- X, (s)+b, -s-X (s)
Mathematische Grundlagen —P| 2-12
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S X,(5) = Xo(s) % = x,
5+ X5(8) = X5(8) X, = X3 = X
S.anl(s) B Xn(s) anl =Xy T X(lnil) ==> Xn = X(ln)
Aus  X,(s) = L-U(s) = 11 U(s)

N(s) Sn+an71'sn7 +..+a -s+a,

n

=s"-X,(s)+a, |- ! “Xi(8) ... ta;-s- X (s)Tay- X (s) = U(s)

. . 71 .
==> Zeitbereich: X(ln) +a, - X(ln )+ wta; -x;tag-x;=u

Xn+an71Xn+.+al'X2+ao'X1:u

in = -4y X;—a "X —..—a,_ |-X,Tu
Ausgang:  y(t) = by-x,+b;-x,+..+b, _-x +b_ X
y(t) = (bo_aobn)'xl+(bl_al bn)'X2++(bn71_an71 bn)'Xn+bn'u

Matrizenschreibweise:

0O 1 0. O 0
< = 0O 0 1.. O x4 |l u xX=A-x+b-u
.. 1 0
—a, —a,; e T, 1
y = [by—a, b, b,—a, b, ..b _,—a _,-b]-x+b_-u y=c -x+d-u
==> spezielle Struktur: Regelungsnormalform (RNF) (s. Seite 14)
Vorteil: - Es entsteht einfache Modellstruktur

- Keine Einschrankungen bei auftretenden Eingangsableitungen solange

das System kausal ist.

Nachteil: - ZustandsgrofRen sind nicht mehr physikalisch interpretierbar

Mathematische Grundlagen —> 2-13
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Regelungsnormalform (RNF)

Xgn(0) | Pn-178n-1Bn|  xp 1(0)|Prz-Bn2 Py Xr1(0) | bo-ao by
y(t)
utt) Ve I ot | N
i : l >~ - l - i '
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2.3.2 Zustandsraum-Modelle

Aus den Zustandsgleichungen kann der Koppelplan des Strukturbildes direkt
entnommen werden.

a.) Nichtlineares Zustandsraum-Modell

| Pile (x, u, O] EIp.
>
*Xzo Yy
: : g (X, u, t)| —n
> X2 X2 y
" (%, u, £)] — > —
o'/ (e fo/ f E s
I p4 * H : :
N H . ¢xn0 VAN d
>f(X“t)i> T f:gq(x,u,t) -
n\a&s W yq
X
Kompaktes Strukturbild (mit Storgrofden)
I StoérgréRenvektor
Eingangs-  Z(t) X (t
vektor + 0( ) Aukstgangs—
vektor
u(t) X(1)

X (t t
I'> f(x,u,z,t) X —| r g(x,u,z,t) L()»
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b.) Lineares Zustandsraum-Modell
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3 Netzwerkanalyse Technischer Systeme

3.1 Allgemeine Netzwerk-Ersatzmodelle

Netzwerk-Ersatzmodelle bestehen aus:
e Ersatzbauelementen, die in bestimmten

o Strukturen
so verschaltet werden, dass das Systemverhalten mdglichst gut abgebildet wird.

z.B

Bauelemente
«— (Zweipole, Vierpole)

Anschlusspaar

Zweige (Klemmenpaar)

|

Sl

|
|
| Anschlusse
|
|
|

Netzwerk-Struktur (Klemmen)

3.1.1 Bauelemente

Bauelemente besitzen 1 oder 2 Anschlusspaare

Zweipole Vierpole
o(t) o, (0P
v e(t) & * *82
I ] [
z.B.: Quellen, Verbraucher z.B.: Reale Koppler, Ubertrager

Netzwerkanalyse Technischer Systeme —P| 3-
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Der Zustand der einzelnen Bauelemente ist durch die zwei jeweiligen
Anschlussgrofien

» ¢(t) PotentialgrofRe (Differenzvariable, Quervariable) und

e ¢(t) Flussgrolle (Durchvariable),

die in einem inneren funktionellen Zusammenhang in Abhangigkeit von
Bauteilparametern stehen, zu jedem Zeitpunkt eindeutig bestimmt

Bauelemente

aktiv passiv

Quellen Verbraucher

- Flussquellen
- Potentialquellen

Energieverzehrende Energiespeichernde
Bauelemente Bauelemente
- Wirkwiderstande bzw. - kapazitive Verbraucher
- Flusswiderstande - induktive Verbraucher

Netzwerkanalyse Technischer Systeme —P| 3-
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3.1.1.1 Ideale Quellen
» Potentialquelle

———e
PotentialgroBe (QuergrofRe) an
sq(t)+ <> ¢ e(t) = g4(t) Anschlussklemmen eingepragt
unabhangig von Flussgrolie
L—o

Bauteilparameter: - Potentialgréfie sq(t)

- Innenimpedanz Z. = 0

Reihenschaltung Parallelschaltung
[ 2 O L O ® =mmn .—@—.
— — —
81 82 8n ()
. =

i=1 nicht zulassig !

e Flussquelle

t
bg(1) FlussgroBe (DurchgrofRe) an
o(t) = ¢q(t) Anschlussklemmen eingepragt

unabhangig von Potentialgrofe

Bauteilparameter: - Flussquellgrof3e 0q(t)

- Innenimpedanz Z; = o

Parallelschaltung Reihenschaltung

L
" %é Lo l¢
L J

0 = bges = Oy F Oyt T O, = Z o, nicht zulassig !

Netzwerkanalyse Technischer Systeme
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Physikalische Analogien fiir QuellgroRBen (Beispiele)

TABELLE 1.

Physikalisches System

Potentialvariable
(QuergroBe / [Einheit])

Flussvariable
(DurchgroBe / [Einheit])

Elektrisch Spannung u / [V] Strom i / [A]
Mechanisch

- Translation - Geschwindigkeit v / [m/s] - Kraft F / [N]

- Rotation - Kreisfrequenz o / [rad/s] - Moment M/ [N m]
Thermisch Temperatur (-differenz) 8 /[K]

Warmestrom Q  /[W]

Hydrodynamisch
(hydraulisch)  inkompressibel
- Flussigkeit

Druck p / [Pa] = [N/m?]

Volumenstrom V / [m?/s]

Gasdynamisch
(pneumatisch) kompressibel
- Gas

Druck p / [Pa] = [N/m?]

Volumenstrom V / [m3/s]

Massenstrom m = pV /[kg/
s]

Netzwerkanalyse Technischer Systeme
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3.1.1.2 Verbraucherbauelemente

a) Energieverzehrende Bauelemente
* Widerstand, Leitwert

g(t) = R-¢(t) o—e &(s) = R-¢(s)

o R, G —> Impedanz R=¢
o | o (Widerstand (reell)) o
—
’ () = G-2(t) o () = G &(s)
—= Admittanz G =29
(Leitwert (reell)) €
b) Energiespeichernde Bauelemente
o Kapazitat
c s = £-Jodt oe (s) = 2= g(5)
¢ C C-s
—> Impedanz: Z, = 1
—>|g| pedanz: Lo = TS

d(t) =C-&¢ oo &) =C-s-g(s)—C-g(0)

—> Admittanz: Yo = C-s

— Kapazitat ist integraler Energiespeicher fur FlussgroBen. PotentialgroRe ¢ ist
Zustandsgrofe.

* Induktivitat
e(t) =L-¢ o-e £(s)=L-s-d(s)—L-(0)
—> — Impedanz: Z;, = L-s

b(t) = %-Is(t)dt o e d(s) = LL'S-a(s)

I -1
— Admittanz: Y s

— Induktivitat ist differentieller Energiespeicher fur FlussgroBen. Flussgroe ¢
ist ZustandsgroRe

Netzwerkanalyse Technischer Systeme —P| 3-
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3.1.1.3 Koppler, Ubertrager ( Reale gesteuerte Quellen )

Koppler und Ubertrager kénnen als beidseitig gesteuerte Quellen betrachtet werden,
deren Klemmengrdéflen an den jeweiligen Anschlusspaaren Uber eine Koppelmatrix
verknupft sind. ==> Potentialtrennung der Bezugspotentiale

Netzwerk - Quellenersatzschaltbild (real)

¢, 9,

/A /AR
> < | ]
81¢ bl 2 ¢q1 ¢q2 Zy q *82

° | ®
K ki, k K
. . 2 — 11 ™12 1
Hybrid-Vierpol: e o= St
Kal k21 k22 Ku2
Eingangsimpedanz —_— \ Ausgangsimpedanz
0<Z, <o . 0<Z,<w
1 Vektor der ab- Koppelmatrix Vektor der unab- 2
hangigen Klem- K hangigen Klem-
mengrofien mengrofien

==> Es gibt 4 grundzatzliche Kombinationsmdglichkeiten

1.

2.

3.

4.

- Potentialgesteuerte Potentialquelle ; E Cﬁ '

o—

- Potentialgesteuerte Flussquelle 1 R @

o>
- Flussgesteuerte Potentialquelle E') <|5 ;
g q @ L}
> —>—@
- Flussgesteuerte Flussquelle
g q . O o] ,

Zahlpfeilkonvention: - Verbraucherpfeilsystem => Leistung an Verbraucherklemme (+)

Eigenschaften

Zu jedem Zeitpunkt lasst sich die momentane Leistung am Anschlussklemmenpaar
eines Bauelements durch die Leistungsgleichung

p(t) = &(t) - d(t)

Leistung = PotentialgroRe - Flussgroflde

bestimmen. ( Gilt fir Zweipole und Vierpole )
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1.) Potentialgesteuerte Potentialquelle (ideal: Z, 5o , Z,—>0 )
€ = &q=Zy 0y €yq = kg - &, Vorwartskopplung , ¢rq = 0

1 . :
b, = ¢1q+z—-al v big = Kyy 02 Ruckwirkung (Last) , g1q = 0

1

§ @ Cp—wﬂgz

KX
=0

Strukturbild
- L d
> kg
>k
d)z i)
» 7,
r————— - 1 Y
* | Verbraucher - |
______ System - —— — — 4
| ( Lastseite )
L e — —_ = -
Spezialfdlle (Lastseite)
Leerlauf: Z, — o0 Kurzschluss: Z, >0
— — 1
¢2_0 J 82_k88 €1 82=0 , ¢2_Z_2'k88 €
¢1:‘Zl"81 ¢1:L'81+k¢¢‘L'kes‘81
1 Z, Z,
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2.) Potentialgesteuerte Flussquelle (ideal: Z, >~ , Z,—>o )
1 .
b, = ¢2q—Z—2 "€y 0aq = kye1 - &) Vorwartskopplung €yq = 0
o, = ¢1q+zil-sl ., 014 = Kyep - &, Rickwirkung (Last) €1q = 0
L ¢
- 2
= €
| o ol
1 €
(I)l 7 k¢82 2 ® Y
Strukturbild
€1 T 9
> 2 >
— k¢az
> Ky |
€
2 T >é P
> zZ,

;_ Verbraucher - |
______ System -« — — — — -
( Lastseite )

Spezialfille (Lastseite)

Leerlauf: Z; = © Kurzschluss: 7, -0

¢, =0 , 82=ZZ'k¢sl'81 g, =0 ¢2:k¢81'81
= ik, Zy K !

¢1—Z—l 02 " 22 " Koel " 8 ¢1:Z_1'81

Netzwerkanalyse Technischer Systeme —P| 3-
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3.) Flussgesteuerte Potentialquelle

€ = qu_zz"bz : €2q

(ideal: Z, -0 , Z,—>0 )

= kg4 - ¢, Vorwartskopplung Prq = 0

= Kgpo 02 Ruckwirkung (Last) ¢rqg =0

00 | -

Strukturbild

€

Spezialfille (Lastseite)

Leerlauf: Z, > o
¢, =0 , 822k8¢1'¢1
g =Z; ¢,

) Y

Verbraucher - |
System - — — — — 4
( Lastseite )

Kurzschluss: 7, -0
_ _ 1 Kk

g, =0, o, = Z—2 el X
Kook

g =Z;-¢;+ 2 7 el 91
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4.) Flussgesteuerte Flussquelle (ideal: Z, >0 , Z,—>oo )
1 N
b, = ¢2q—Z— "€y 0rq = kyy - ¢ Vorwartskopplung &, = 0
2
g =€qtZ; ¢y , €1q = kgo - & RUckwirkung (Last) ¢, = 0
. ¢1 ¢2
€ €
: Zl kss 2 ® ot

Strukturbild

¢1 1
7 >
—» k,,
> kg
€
2 I ZLZ )

lr Verbraucher -
______ System -« — — — — -
( Lastseite )

Spezialfille (Lastseite)

Leerlauf: Z, >« Kurzschluss: 7, -0
0 =0 &y = Zy- Ky, 0y g =0 by = kyy- oy
€ = Zy- 91t kg - Zy-Kyy - 0 g = Z;- ¢,
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3.2 Allgemeine Netzwerk-Analyseverfahren

Ausgangspunkt ist das Netzwerk-Ersatzmodells mit den elementaren Bestandteilen:
* Knoten

o Zweige

Knoten:

Mehr als 2 Bauelementanschlisse sind verknupft. Es ergeben sich
Verbindungspunkte: — k Knoten ( k Anzahl der Knoten)

Zweiq:

Verbindungslinie zwischen 2 Knoten mit einem oder mehreren in Reihe liegenden
Bauteilen ergeben: — z Zweige (z Anzahl der Zweige)

— Ein geschlossener Linienzug Uber die Zweige eines Netzwerks ergibt eine:

Masche bzw. (Schleife)

Beispiel eines Netzwerks:

Bezugsknoten

Reale’Potentialquelle Reale Flussquelle

Skelett: Abstrahierte Netzwerkstruktur (nur Knoten und Zweige)

©) 2 @

k = 3 (Anzahl der Knoten)

z = 5 (Anzahl der Zweige)

Netzwerkanalyse Technischer Systeme —P 3-1
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Problemstellung: Bestimmung der ZweiggroRen?

—» z Potentialgrofien

—» z Flussgrofien

|2 z Unbekannte |

Aufstellung der 2 z unabhangigen Gleichungen

3.2.1 Volisténdiges Gleichungssystem
1. Schritt:

z Gleichungen fur PotentialgréRen der Zweige aus ¢, ¢ - Funktionen der Bauelemente
(Bsp. : z = 5 Gleichungen)

2 e = Zy 9,

3: g :Z3'¢q ~Z3- 03

4 ¢, = Zy- 0y

5: g5 = Zs b5
2. Schritt:

k - 1 Gleichungen fur Flussgréfien aus Knotenbilanzen

(Bsp.: k- 1 =2 Gleichungen)

®: b —0,—¢s =0
®: byt d3—04 =0

Netzwerkanalyse Technischer Systeme —P| 3-12
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3. Schritt:

Bestimmungvon m=2z-(k-1) unabhangige Maschengleichungen

Problem: Wie sind die Maschen festzulegen ?

Aus Skelett: Definition eines Baumes
e Baumzweige

» Verbindungszweige (Anzahl m)

Beispiel:

Verbindungszweige

/ \
‘
Baum () Maschen
(Baumzweige)

Regel:

In jeder Masche darf nur 1 Verbindungszweig liegen: — m unabhangige
Maschengleichungen

I: &-¢ =0
M: e,—¢5 = 0

Mit Schritt 1 - Schritt 3 ist Problem geldst.

Bei linearen Systemen existiert eindeutige Losung fur die unbekannten Potential- und
FlussgroRen der Zweige (Hilfsmittel, z.B. Maple).

— Beliebige Ubertragungsmodelle méglich, je nach Definition der AusgangsgréRen
bei den gegebenen Eingangsgréfen (Quellen)

Netzwerkanalyse Technischer Systeme
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3.2.2 Knotenpotentialverfahren

Ziel: Problemlosung uber k-1 Knotenpotentiale ¢;, bzgl. eines Bezugsknotens.

Bsp.: Zu bestimmen sind €, &,

1. Schritt:

ZweigpotentialgroRen als KnotenpotentialgroRen bilden:

€3 = &y

€4 T €y

€5 = €y
2. Schritt:

k - 1 Knotengleichungen (ohne Bezugsknoten) durch Knotenpotentiale und Zweig-
Admittanzen ausdrucken.

€,— €10 €10— €y €
11 b—dy—bs = 0> 10_%10"%0 %0 _ 4

€n—E€ Z, O _—¢ €
2 4yrhy—, =0, BT P,

Ordnen:

Netzwerkanalyse Technischer Systeme
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Matrizenschreibweise

LU I S § |
Z, 7, sz, | [810] > €
_i _1_ + ..l. + i €20 (1)
Y - € = d)q
Knotenadmittanzmatrix \Vektor der

Vektor der unbekannten Knotenflussquelien

Knotenpotentialgroen

Eigenschaften:

Knotenleitwert-Matrix:

» Hauptdiagonalelemente Y;; enthalten die Z der Leitwerte der Zweige zum i-ten
Knoten.

e Admittanzmatrix Y ist symmetrisch zur Hauptdiagonalen.

 Nebenelemente Y;; werden mit den negativen Leitwerten des Zweiges zwischen
dem i-ten und dem j-ten Knoten gebildet.

Flussquellen-Verktor:

 i-tes Element enthalt die z der Flussquellen des i-ten Knotens (reale
Potentialquellen sind in reale Flussquellen umzuwandeln)

Spezialfall:

Bei auftretenden idealen Potentialquellen ist das entsprechende Knotenpotential am
Anschlussknoten der Potentialquelle bereits bekannt.

Folge: Anzahl der Unbekannten reduziert sich um die Anzahl der idealen
Potentialquellen.

Netzwerkanalyse Technischer Systeme —| 3-15




Modellbildung und Simulation
Prof. Dr. Wolfmuller g

3.2.3 Maschenflussverfahren

Ziel: Problemlésung uber m = z - (k - 1) Maschenflisse der Verbindungszweige

Beispiel:  Zu bestimmen sind: ¢, ¢,;, o1

1. Schritt: Maschenflussgrofien aus Zweigflussgréfien bestimmen

I: o = ¢,
Il: oy = 0
m: o = 3

2. Schritt: m Maschengleichungen durch Maschenflussgréf3en und
Zweigimpedanzen ausdrucken.

I es—¢, =0 Zs- (=) —eq+Z- ¢y =0

: e,+g,—e5 =0 Zy ot Zy (Ot ) —Zs - (9= ¢p) =0

M: g,—e5 =0 Zy Ot ou)—Zs -0+t Zy- by = 0
Ordnen:

(Zs+Z)) 01— Zs- oy = &4
~Ls -0+ (LytZy+Zs) oyt Zy-¢yp =0

Zy ot (ZstZy) oy = Z3- 94

Matrizenschreibweise:

Z,vZs  —Zs 0 o £q
~Zs ZytZy+Zs Z, |'|y| T 0
0 Z, Zy+Z, |0 Z;- ¢
Z 0 = €q
Maschenimpedanz- Maschenfluss- Maschen-Potentialquellen-
Matrix Vektor Vektor
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Eigenschaften

Maschenimpedanz-Matrix:

e Hauptdiagonalelemente Z;; enthalten die Z der Impedanzen der i-ten Masche.

e Impedanzmatrix 7z ist symmetrisch zur Hauptdiagonalen.
* Nebenelemente Z;; sind mit der Impedanz des gemeinsamen Zweiges der i, j-ten

Masche besetzt.Vorzeichen orientiert sich am Richtungssinn der Maschenstrome

Ay = 0 Yy = ©

Maschen-Potentialgquellen-Vektor:

* -tes Element enthalt Z der Potentialquellen der i-ten Masche (reale Flussquellen
sind in reale Potentialquellen umzuwandeln).

Spezialfall:

Bei auftretenden idealen Flussquellen sind die Flussquellen auf Verbindungszweige
zulegen. Damitsind die entsprechenden Maschenflussgrof3en bereits bekannt.

Folge: Anzahl der Unbekannten reduziert sich um die Anzahl der idealen
Flussquellen.
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4 Technische Modelle

4.1 Elektrotechnische Modelle

4.1.1 Quellenbauelemente

Ideale Spannungsquelle

Ideale Stromquelle

d . ’
ig(t)
uy (1) ¢ <> u(t) i(t)
' ®
Reale Quellen
Reale Spannungsquelle Reale Stromquelle
() i(t)
— ig(1)
uy (1) ¢<> uty = z, u(t)
° °
u(t) — .
U, = Z;-ig | QuellengroBen
U
/ 1 u = uq—Zl 1
KlemmengrofRen
Leerlauf o oLy
Zy, 2 4 Z
0 ZL2 .
1(t
0 / : (1)
u, S Kurzschluss
2 Lastfalle: 7Z,,= —
L z z
L i .
u = ‘u 1= -1
7y 5= 1? Zi+Z, 9 Zi+7Zy 9
2

Satz: Reale Quellen lassen sich immer in ihre aquivalenten Quellen umwandeln !
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4.1.2 Verbraucherbauelemente

1. Widerstand, Leitwert

Zeitbereich Bildbereich
( Komplexe Ersatzschaltung )
R, G R, G
ﬂ. R Widerstand I(s) —
u G Leitwert U(s)

u = i o—e U(s) = R-1(s)
i=G-u o—e I(s) = G-U(s)
Blocksymbole

. R R
(1) u(t) I(s) U(s)
G
u(t) (1) Us) & I(s)
— — - >

Technische Modelle
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2. Kondensator (Elektrische Kapazitat)

Zeitbereich Bildbereich
c Komplexe Ersatzschaltung )
el bl I
—
u(t) U(s)
/ Impedanz
u= g [ia o—e U(s) - I(s)
Admlttanz
i=C-u o—e I(s) —@ U(s)—C - u(0)
I(s) C-s-U(s)
o > C
C-u(o)_|
U(s)¢ é —
®
\_> 1 1
U(s) = a -1(s) + g -u(0)
I(s)
~
o —»
U(Sw 1:/» L I(s)
S
Blocksymbole
u(0)
| yu(0)
i(t) é-fidt _lit) LGlied I(s) CL _E(s)
u o LW D-Glied Ve [ e IO

Kondensator ist Energiespeicher: ~ — Anfangsbedingungen — Quellen
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3. Spule (Elektrische Induktivitat)

Zeitbereich Bildbereich i
( Komplexe Ersatzschaltung )
L
i(t) -L I(s) .
B —
u(t) U(s)
Impedanz
WL o e Us) @s)—uim)
Admittanz
_1 |
i= L' udt o—e I(s) S)
I(s)
-+
U(Sw L -i(o) *
° L-s-I(s
L(> I(s) = —— . U(s)+ L -i(0)
L-s S
1
I(s) Ls U®
*—> "
U(s)¢ ~+i(0)
Blocksymbole o
L L
l(t) \ U(t) D-Glied I(S) U(S)
1 i 1 .
Ly’ S K
t
u(t) i(t) Glied (s) I(s)
Spule ist Energiespeicher: - Anfangsbedingungen — Quellen
—» 4
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4.1.3 Elektrische Systeme

Modellbildung aus dem elektrischen Ersatzschaltbild

Beispiel :
Rl i2 R2
— L
u, i

wy(D ey c L R,

1. Schritt: Modellvoraussetzungen

Eingangsgrofen

sind alle unabhangig eingepragten Quellgrofien (ideale Strom- und
Spannungsquellen)

. . u u
Uy, ig— Eingangsvektor u= [1] = ['q
le 1

AusgangsgrofRen

Beispiel:

kdnnen sein, alle abhangigen SystemgroéfRen und beliebige Funktionen davon.

Beispiel:
u,,i, >  Ausgangsvektor y= |71 =
Y> 1
Zustandsgrofien sind:
« Spannungen an Kondensatoren
e Stréme in Spulen
Beispiel:
uc, ip > Zustandsvektor < = |%1] = |Yc
Xy jL

Technische Modelle —
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2. Schritt:  Aufstellung der Modellgleichungen

Es kdnnen alle 3 aufgezeigten Vorgehensweisen grundsatzlich angewandt werden:
e \ollstandiges Gleichungssystem

» Knotenpotentialverfahren

» Maschenstromverfahren

===> Es stehen jeweils algebraische Lésungen fur die jeweiligen Unbekannten im
Bildbereich zur Verfugung

Beispiel: Anwendung des Knotenpotentialverfahrens

1 1 1

—+—+C-s - 1

R, R R U —-u

1 21 1 121.[”’]qu
— _t — 4 — U20 i

Technische Modelle — ] 4-
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4.2 Mechanische Modelle

Schaltungstreue Netzwerkmodelle:

» Potentialgrofe: - Geschwindigkeit v (Translation)
- Winkelgeschwindigkeit ® (Rotation)

e Flussgrofe: - Kraft F (Translation)
- Moment M (Rotation)

4.2.1 Quellenbauelemente

|deale Bewegungsquelle |deale Kraft-/Momentenquelle
o F (0) ’
V(D) v(t) M,(©) F(t)
oy (1) ¢ D () M(1)
° ®

4.2.2 Verbraucherbauelemente

1. Reibungswiderstand R =1/d (Dampfung d), Reibungsleitwert G =1/R=d

Zeitbereich Bildbereich

(Komplexe Ersatzschaltung)
F(1), M(t) R, G §;D F(s), M(s) R,G
-1 _1—

R Reibungswiderstand >

G Reibungsleitwert v(s), Q(s)

V(t), o(t)

v(t) = R-F(t) o) = R-M@#) | o—e v(s) =R-F(s) €Q(s) = R-M(s)

F(t) = G-v(t) M(@) =G-o() | o—e F(s) =G-v(s) M(s)=G-Q(s)

Blocksymbole
R

F(t), M(1) v(t), o(t) F(s)M(s) v(s). Q(s)
— > M I
G G
v(1), (1) F(t), M(t) v(s), Q(s) F(s), M(s)
— — — -
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2. Masse m, Tragheitsmoment J

(Mechanische Kapazitaten)

Zeitbereich E m o5 Bildbereich
< < ) > ( Komplexe Ersatzschaltung)
C=m,] \§ =m,J
) X
F(1), M(t)4>| ‘ 2 F(s), M(S?| ‘
/V
v(t), o(t) V(s) Q(s)
Impedanz
veofRa o = 3 Mat [ o—e v 'ﬁ Q(s) —‘ M(s)
Admlttan
F=m-v M=1J o o—e F(s) = V(s) m - v(0)
M(s) =7 -9 Q(s) T - 0(0)
v(s) = I—E%-F(s)+§-v(0)
Q(s) = ;—S-M(s)+§-m(0)
F(s) M(s) m'S'VESg
v(o) J.s-Q
v(s), Q(S)¢ é] ®(0) <V: S S
F(s.) M(2 a - El(—sz
v(s), Q(S)¢ : V(O)_—r(o(o) Ty M(s)
5 J-s
(0)
Blocksymbole * v
F
(s) 1 —l(S)
m-S
-Glied ¢ " -clied **” §o(0)
F(t) [q v(t) M(t) [ o(t) M(s) 1 Q(s)
—»;l-det—> —»;fMdt—» — T
D-Glied D-Glied YOl mes L
F(t M(t
V(i» m-v —>() m(t—)> J-o —>() Q(s) I M(s)

Mechanische Kapazitaten sind Energiespeicher: — Anfangsbedingungen — Quellen

Technische Modelle
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3. Eeder ¢, Drehfedercy (Mechanische Induktivitaten)

Zeitbereich F=c-x Bildbereich
§_N/WV_>' (Komplexe Ersatzschaltung)
L - l l AN X = J \% dt B 11
¢’ ¢q | F(s). M(s) b
FOO.MO,_ M = ¢, ¢ "
— = dt —
v(0). o0) - L R ¥(s), Q(s)
\ Admittanz
F=c-Jvait M=cy|od| o—® F) —'/(s) M(s) ‘Q(s)
g B N Impedanz
vV=n- O = ny- o—e y(s) = (s)n-F(O)
Nachgiebigkeiten: L Q(s) : M(S)l‘“d -M(0)
il -l F(s) = —-v(s)+-F(0)
d 1 1
M(s) = = Q) + £ M(©)
F(s), M(S)
o«
F
ves) Q(sw o [y e
ng - M(o)
F M
° (S) () . n_-s -v(s)
—. F(O) |
v(s), Q(s) H —— - Q(s)
S -M(0) ng-s
°
n nd
Blocksymbole F(s) _V(>S) M(s) Q(s
— — -
nD-Glied D-Glied F
n 0
F(t) v(t) M(t) T o(t) v(s) - F(s)
— N — N N . > |
l-Glied | F, 1-Glied *MO M
C C °
v [ FO) o) [ M(6) as) M(s)
— — — — — -

Federn sind Energiespeicher:  — Anfangsbedingungen — Quellen
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4.3 Dynamische Modelle fiir Zustande in Bilanzraumen

Zustande in Bilanzraumen sind abhangig von:

» Energie- und Stoffstrome Uber die Systemgrenzen des Bilanzraumes

e Energie- und Stoffumwandlungs- und Transportvorgange im Bilanzraum
(z.B. chemische und biologische Reaktionen im Bilanzraum)

Der Zustand zu einem beliebigen Zeitpunkt im Bilanzraum wird durch innere
Zustandsgroflen beschrieben:

o Temperatur 9(t) Volumen-/Massenstrome V(t)
o Systemdruck p(t) Warme-/Entropiestrome Q(t)
» Stoffkonzentationen c(t) Reaktionsraten C(t)

Die Stoffe im Bilanzraum konnen in verschiedenen Aggregatzustanden vorliegen:
o fest

 flussig
e gasformig

Die Stoffeigenschaften kdnnen sich mit den Zustanden andern. (z.B.: Kompressibilitat,
Viskositat, Festigkeit, usw. ...)

| Bilanzraum
Qle

mab

Druck p(t)
Temperatur S(t)
Stoffkonzentationen c,(t)

Massen my(t)

Reaktion
/\ Q ab
m

zu at, ab

Systemumgebung

t, zu

Q Thermische Leistung
iit Technische Leistung

m Massenstrom

Technische Modelle —3| 4-10
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4.4 Hydrodynamische Modelle

Beschreibung von Speicher- und Transportvorgangen von Fluiden in geschlossenen
Systemen (Zunachst ideale Bedingungen: Stationare und verlustfreie Stromung)

Grundlagen:

Stromfaden

Fluide:

e inkompressible Medien: Dichte p =konstant # f(Druck p), z.B.:=> FlUssigkeiten

» kompressible Medien:  Dichte p =f(Druck p), z.B.: => Gase
Voraussetzung: Stromung ist reibungsfrei (keine Verluste)

1. Energiebilanz

Energieerhaltung entlang des Stromfadens: Z E = konstant

2
-m-w +m-u = konstant

m'g-h+m-§+%

innere Energie f(T)
kinetische Enegie

Druckenergie

potentielle Energie

. Bernoulli-Gleichung

Technische Modelle —P 4-1
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2. Kontinuitatssatz (Massenbilanz)

(Materie kann weder entstehen noch verschwinden)

Massenstrom:

| m = konstant —m; = m, =

Gilt zusatzlich:  p = konstant

(V = Volumenstrom)

(inkompressibel, z.B. FlUssigkeit)

L> V = konstant > V; = V, = ...

Beispiele:

Leitungsverteiler

VI—VQ—V3i... =0

Technische Modelle
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Behalter
P
- ] - — |nkompreSS|bIes Medium
VZ (zB Ol, Wasser...)
h
h,
W Rohr
_ R A
hlx \\;
__________ __—é-!":ss:;nf -
Wil m
WA ‘f::'_‘."
Frage p]; WRa WAa l'h, V =
Lésung:

Behalterboden (Bernoulli)

Pi P2
P e h1=E+g-h2 — (py—py) = p-g-(hy,—h))

Auslauf

Bernoulli:

mit po = pa: W = /28 hy Torricelli

—» Volumenstrom: | V=A, w, = A

Ji
—» Massenstrom: m=p-V= Ji
Ap

Konti-Gleichung: my = m bzw. Vg =V

AA
NN = 2w = 2T,

Technische Modelle
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4.4.1 Hydrodynamische Quellen

Ideale Stromungsquellen

Druckquelle Volumenstromquelle,
(Potentialquelle) Massenstromquelle
(Flussquelle)

° ' °
pq(tw D lp(t) Vol me) l V(t), m(t)
° °
Reale Stromungsquellen
Verlust- und Speichervorgange sind zu bertcksichtigen
(z.B. Pumpen, Verdichter, Ventilatoren, Windkessel, Pumpspeicher,...)
V, m V.
mmmn \\\ o ' >—o
Pa(]) “ ip = Yo a l P
° °

4.4.2 Hydrodynamische Verbraucherbauelemente

1. Reeller Stromungswiderstand, Leitwert
(reprasentiert die Leitungsverluste als Folge der inneren Reibung der Fluide)

Ursachen:
¢ Viskositat des Mediums

» Beschaffenheit der Stromungskanale (z.B. Rohre)
- Geometrie (Querschnitt, Form: Bogen, Krimmung)
- Oberflachenrauhigkeit

Technische Modelle —
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. R
V,m .G
—>_ -
_>
p

inkompressible Medien kompressible Medien (Gase)

(Flussigkeiten)
p=R-V p=R-m
V=Gp m=G-p

Rohrelement

{d 5y O Querschnitte

b
> - [~
1 ia
Hydraulischer Durchmesser:  d,, = 3 .Z-t:b) B Ifrlr?f?a}:leg S
Hydraulisch: R = 8 '1.411
Ter idealisiert
o1, (linearisiert)
Pneumatisch: R = ) .
T-T - p
Tatsachlich
R = f(V) = f(Re, Rauhigkeit))
w-d
Reynoldszahl Re = —

Technische Modelle —
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Fallunterscheidung  Re,; = 2320

Umschlagpunkt

Laminar: Re <2320 Turbulent: Re > 2320

—

T N <

kolbenférmiges

parabolisches

Geschwindigkeitsprofil Geschwindigkeitsprofil
Drosselstelle
Blenden: A = konstant v—
P L» A %)
Regelventile: A = A(t) # konstant ‘
Aus VZW-AeffZW-u-A
/P \geometrische Flache
effektiv wirksame Flache Durchflussbeiwert (Formfaktor)
Hydraulisch: ST I et - ST\
p p-Ap
.Ap
RoPiP_ap WD pp
\% \ poA peA
mit p = %p = pI;pz mittlere Druckdifferenz (oft konstant)
Pneumatisch:

Technische Modelle
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2. Hydrodynamische Kapazitat

Integraler Energiespeicher fur Flu3groRen (reprasentiert Energiespeicherfahigkeit)

z.B. Pumpspeicher: (Umgebungsdruck p,, vernachlassigbar)

A(h) = konstant

Py \
= Vg =A-h
Hv L w0 - L Jva - L Jma

mit Druck am Zulauf (Behalterboden):

p=pgh —w p- 2E [Va- £ [ra

%,_/
1
¢ A
Kapazitat C =
p-g
Windkessel (geschlossener Behalter mit Gasvolumen)
4 \ Voraussetzung: pg >> py
Py Vi Fliissigkeitsdruck
N4 vernachlassigbar
h
Vy=Vy—A-h
v
} " |
—L& = _A. dh _ -V

dt dt

Technische Modelle
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Zustand eines idealen Gases

pg'Vg = mo'R'T

L Temperatur
Gaskonstante

Gasmasse

Bei isothermer Zustandsanderung (T = konstant):

V,= —— _» g =
& P, dt

m,-R-T dv -m,-R-T

2
Py

v
L» Kapazitat: C = ﬁi hydraulisch
g

v

g
R-T

C:

Py

my .
= —  pneumatisch

Technische Modelle




Modellbildung und Simulation
Prof. Dr. Wolfmuller g

3. Hydrodynamische Induktivitat

Differentieller Energiespeicher fur FluRgrofien (reprasentiert die kinetische

Energiespeicherfahigkeit durch die wirksamen Tragheitskrafte instationar stromender
Fluide in Kanalen)

A Ay
Fi—» -<-——> <«—F,
Fr w
Py P
- >
1
Kraftegleichgewicht am bewegten Fluidmasse-Element:
Fp+FT:O Fl_FZ_FTzo A1:A2:A

Druckkraft Tragheitskraft
Pi"A —-pyrA,—m-w =0

(P1=P))-A=p-v-Ww —  Ap-A

L» Ap- A

p-1-A-w mit A-w =1V

=p-1-(V)
1 :
ap= B= (V)| D-Glied
H_/
L
Induktivitat
hydraulisch: L = prl kreisférm. Rohr: L=-2 12
T-T
pneumatisch: L = 1 kreisform. Rohr: L = L
A g

Technische Modelle
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4.5 Thermische Systeme

Beschreibung von Warmetransport- und Speichervorgangen an und tber
Grenzflachen von und in Bilanzraumen fester, flussiger und gasférmiger Stoffe

Grundlagen

. 3,>93>9

Qu , ! 2

Qab
Bilanzraumgrenze
Innere Energie
U=c¢c-m-9 — d—u=m-c-cﬁ=m-c-§
dt dt

Anderung der inneren Energie durch Warmetransport

Energiebilanz

1. Hauptsatz

Qzu_Qab =m-c-3

Kinetik

2. Hauptsatz

Q = k-AS z.B. Qzu = kl (‘91_8)

Qab =k, (8-9,)

Technische Modelle —
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4.5.1 _Thermische Quellen

Ideale thermische Quellen

Temperaturquelle Warmestromquelle
— .
Qq(1) |
5] (D iwo le
—e

Reale thermische Quellen

Thermische Widerstand- und Speichervorgange sind zu bericksichtigen

( -> Erganzung der idealen Quellen durch zusatzliche Impedanzen )

Q(t) Q(t)

— >
%m¢(> “ lsm =

Beispiele: Flammen, Ofen, Heiz-Kihlelement, Halbleiter (Verlustleistung),...

Technische Modelle — | 4-
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4.5.2 Thermische Verbraucherelemente

1. Warmelibergangswiderstand , Warmeleitwert

) R .
Q AS =R-Q
— Y~ L
AS Q=G-A3
fest
9 9,

9 9
flussig, 2 y
gasférmig
> Q
flussig,
w\gasférmig

ebene Platten:
thermische Massen, z.B. Stahl, Kupfer

Temperatur im thermischen Schwerpunkt

// ( Integrale Mitteltemperatur )

>
X
Ersatzschaltung:
Q R Ry cina Ry iz Ry
— I
—> — — —>
91 -9 9= 923 993 =934 934 -9y
>

Technische Modelle — | 4-
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Gesamter Warmedurchgangswiderstand

Roes & Ry 12 T Rpgir 2 T Rpcir 3 T Ryj 34

7

Warmeubergangswiderstand Warmedurchgangswiderstand

Mit Q= a;-A-(9,-9,)
Q = 0y - A~ (81— 9y3)
Q = oy A (8y3—934)

Q=o0y-A(854-9,)

\—

Flache

Warmeulbergangskoeffizient (allgemein)

Ebene Wand: Warmeleitkoeffizient
L < (Materialeigenschaft)
T dy
W \Wanddicke
>
dW
Gekrimmte Wand:
A
(x =
R, In—t
2
Grenzschicht: a = f(ze)

~— Grenzschichtbedingungen

Technische Modelle —




Modellbildung und Simulation
Prof. Dr. Wolfmuller g

L» Warmeleitwert

Warmewiderstand
G-aA = |R=g=o
N d
G g -
i = a(Re)-A R. = ( 1)
u a(Re) - A

[ S W S 1 1

+ +

11,1, 1,1
k o a, o oy

k Warmedurchgangskoeffizient

2. Warmekapazitat

Jede thermische Masse besitzt eine Warmekapazitat ( -> Integraler thermischer
Energiespeicher: reprasentiert die Fahigkeit, Warme zu speichern)

Aus Energiebilanz:

Qup (1. Hauptsatz)
d8 .
m-c-— = Qz— Qab
Qzu
. 8 = = - [(Qu-Qudt
Thermische Masse m - zu ab
%f_/
1 N
C I-Glied

L» Kapazitat

m thermische Masse

c spezifische Warmekapazitat
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Bemerkung:

In der Praxis sind thermische Systeme immer ortsverteilte Systeme, d.h. es existiert
ein ortsabhangiges Temperaturprofil. (Vollstandige Temperaturmodelle sind eigentlich
partielle Differntialgleichungen)

Es kann das Temperaturverhalten durch eine ortsabhangige Diskretisierung
angenahert (approximiert) werden. Die ortsdiskreten Temperaturen kdnnen als
Zustandsgrofien der diskreten thermischen Masse-Elemente betrachtet werden.

— Hier:

Gleichungen sind konzentrierte Modelle, d.h. Temperatur 3(t) der thermischen

Masse entspricht der mittleren Temperatur im thermischen Schwerpunkt, (siehe
Plattenmodell).

3. Thermische Induktivitat

Existiert in der realen Welt nicht !

Technische Modelle —P| 4-25
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Bsp.: Kupferstab

Instationare Warmeleitung (eindimensional)

. 2
p,=U-i=R-U : : 9 :
¢! U QNKonv U

i
, ))
U . N Konv-D D
pab Ql Leit 2 Leit QN Lei

Isolierung
(z.B. adiabat: Rj; — )

th—*
-bl:—i

Netzwerk - Ersatzmodell

— Verteiltes System

Diskretisierung in ein Heizelement und N Abschnitte des Kupferstabes

Bilanz am thermischen Heiz-Massenelement (Heizquelle) :

dUH d9y
Pe1 = Pap = - My CutTgr
L» QH Leit
> Gy = — -(p (9 ))
my - Oy el 1 H
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— Differentialgleichungen der Kupferstab-Elemente:

1. Element:

pab_Ql,KonV_Ql,Leit = — =m-Cc-—

\—» }T\"AD'(SI_Sz)

o-A- (8- 9y) mit A=n-D-1

Ay
—> E'AD'(SH_SI)

i 1 Ay A
1: 91 = E‘(E'AD'(SH_Sl)_“‘A'(Sl_SU)_T'AD‘(Sl_Sz))

i-tes Element:

. : 1 (A A
i: 9i = E-(T-AD-(Si1—81)—a-A-(91—9U)—T'AD'(91—91+1))

i=2+N-1

N-tes Element:

' 1 (A
N:  9n = E-(T-AD-(SN1—8N)—oc-A-(SN—SU)—OL-AD-(SN—SU))
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Ubersicht: Ersatz-Netzwerkbauelemente verschiedener Technischer Systeme

Kenngrosse Potential- Fluss- Widerstand Kapazitat Induktivitat
variable variable Symbole
_ &1 [ot)at L = &® y
&(t) o(t) .
o(t) = — o(t)
&(t)
El. Widerstand El. Kapazitat El. Induktivitat —] R
Elektrisch Spannung Strom 1 A L - N Al —I— L
y i R=ry R e L |
Mech. Widerstand Mech. Kapazitat | Mech Induktivitat
Mechanisch Geschw\i,ndigkeit Kraft Ry = dT-1 C=m (inv.Federkonst.) dT_11 dR-1 — R
- Translation F (Masse) L = c}l oy c
Winkelgeschwin- Moment (inverse C =] (Nachgiebigkeit) CT—1 CR'1 L
i - digkeit Dampfung) ’ W
Rotation M ) (Massentrag- Ly = C‘Rl
@ Rr =dr heitsmoment)
Strémungs- Speicherkapazitat Tragheit a2/ R,L
Hydraulisch Druck Volumenstrom widerstand c_ A [ _ps s
P 4 _8:s01 g e Al ¢
R 2 T-T i
T-T L
Volumenstrom Stréomungs- m,, iy ——— R, L
Pneumatisch Druck v widerstand C = E— = Tragheit s
0
8-s- 7N\
P (Massenstrom) R = _471 vV L = _S c
. ¥ mw-r - p = —_—— T - r2
m = pV R-T V, T, mg,po~—
Warmewiderstand Thermische -/ A
Thermisch Temperatur Warmestrom s Kapazitat existiert a 2"9”
T Q Rieie = r-A nicht ! <> Konv
1 C=m-c c
RKOHV_OL-A m’C@
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Beiblatt
Abkiirzungen:Thermodynamische Grossen
Grosse BezeichnungEinheit
A Flache m?
c spezifische Warmekapazitat J/(kg K)
Cp isobare spezifische Warmekapazitat  J/(kg K)
Cy isochore spezifische Warmekapazitat  J/(kg K)
g Erdbeschleunigung m/s?
H Enthalpie J=Nm Joule
h Spezifische Enthalpie J/kg
p Druck Pa=N/m?> Pascal
m Masse kg
m Massenstrom kg/s
Q Warmestrom W =J/s Watt
Q Thermische Energie J Joule
R individuelle Gaskonstante J/(kg K)
S Entropie WIK
T Absoluttemperatur K Kelvin
U Innere Energie J
u spezifische innere Energie J/kg
Vv Spezifisches Volumen m3/kg
Vv Volumen m?
Y, Volumenstrom md/s
w Geschwindigkeit m/s
9 = (T/[K]-273,15)°C Temperatur °C Celsius
o Warmeubergangskoeffizient Watt/(m? K)
A Warmeleitkoeffizient Watt/(m K)
X Isentropenexponent
p=m/V Dichte kg/m?
u Durchflussbeiwert
% Kinematische Viskositat m?/s
n=p-v dynamische Viskositat Pa-s

Y
o
I
|E
<.
—
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